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1 Представление в пространстве состояний
В общем случае авторегрессионная система1 может быть представлена в
пространстве состояний следующим образом

xt+1 = A · xt +K · εt,
yt = C · xt + εt,

где xt – ненаблюдаемый вектор k × 1 переменных состояния,
yt – вектор l × 1 наблюдаемых величин,
εt – эргодический строго стационарный процесс:

E{εt|Ft−1} = 0, lim
k→∞

E{εtε′t|Ft−k} = Ω0 = Eεtε
′
t > 0,

Eε4t,j < ∞, j = 1, . . . , s,

где Ft = σ{εt, εt−1, . . .} и εt,j означает j-ую компоненту вектора εt, Bauer
(2008).

Пренебрегая εt

xt+1 = A · xt,

yt = C · xt,

∗Доклад отражает личную позицию авторов. Содержание и результаты данного ис-
следования не следует рассматривать, в том числе цитировать в каких-либо изданиях,
как официальную позицию Банка России или указание на официальную политику или
решения регулятора. Любые ошибки в данном материале являются исключительно ав-
торскими.

1Эквивалентно ARMA представлению, см. 4.2 в Aoki (1987).
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где xt – ненаблюдаемый вектор k × 1 переменных состояния,
yt – вектор l × 1 наблюдаемых величин.

Матрица Ганкеля записывается следующим образом

H =


y1 y2 . . . ym
y2 y3 . . . ym+1

...
...

. . .
...

yn yn+1 . . . yn+m−1

 = Γ1:n ·Ω1:m

и выражается через матрицы наблюдаемости Γ1:n и управляемости Ω1:m:

Γ1:n =


C

C ·A
...

C ·An−1

 , Ω1:m =
(
x1 A · x1 . . . Am−1 · x1

)
,

где n =
[
T
2

]
, m = T − n+ 1.

Метод Кунга [1] выделения подпространства состояний использует син-
гулярное разложение матрицы Ганкеля

H = U · S ·V′,

где U и V – ортогональные матрицы, а диагональная матрица S содер-
жит действительные положительные (сингулярные) числа на диагонали в
убывающем порядке, соответствующие главным компонентам.

Можно выделить из этих матриц компоненты, соответствующие, как мы
полагаем, полезному сигналу. Например возмём первые k главных компо-
нент:

U =
(
U1:k Uk+1:n

)
, V =

(
V1:k Vk+1:n

)
, S =

(
S1:k 0
0 Sk+1:n

)
.

Откуда можем восстановить очищенный сигнал H̄ = U1:k ·S1:k ·V′
1:k, найти

из оценки Γ̂1:n = U1:k · S1:k методом наименьших квадратов матрицу A:

Γ1:n−1 ·A = Γ2:n ⇒ Â = Γ̂
+

1:n−1 · Γ̂2:n,

и с Ω̂1:m = V′
1:k предсказать тренд будущего сигнала на h периодов

ȳT+h = Γn ·Ah ·Ωm.

2 Пример: ВВП по использованию в текущих
ценах
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Рис. 1: Главные компоненты: 1 2 3 4 5
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Рис. 2: Главные компоненты: 1 5 7 10
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Рис. 3: Номинальный ВВП, сложенный из его использования
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Рис. 4: Использование ВВП в ценах 2021г. Главные компоненты: 1 2 3 4 5
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Рис. 5: Главные компоненты: 1 5 7 10
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Рис. 6: ВВП в ценах 2021г., сложенный из его использования
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Рис. 7: Номинальный разрыв ВВП
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Рис. 8: Разрыв ВВП в ценах 2021г.
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3 Выводы
1. При помощи метода Кунга выделения подпространства состояний мож-

но сглаживать многомерный ряд макроперемнных, устраняя главные
компоненты, связанные с периодами характерными для сезонности.

2. Можно экстраполировать ряд на следующие периоды и, складывая
его компоненты, получать прогноз ВВП.

3. Можно оценить разрыв выпуска по компонентам, не включающими
сезонность и тренд.

4. Сравнение метода с эконометрическими моделями показывает высо-
кие прогнозные свойства.
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